Métodos Matematicos Il

Grao en Fisica.

Tema 2.- Elementos da teoria de grupos.

2.1. Operacions.

2.1.1. Definicion.
Dado un conxunto X denominase operacion interna en X a unha aplicacion:
X xX —> X

Habitualmente a imaxe dun par (X1, X2 ) denotase por Xy * Xz.

2.1.2. Definicion.
Sexa * unha operacion interna en X. Dise que esta operacion interna ten a propiedade:

1) Conmutativa se X1 * X2 = Xo* X1, V X1, X2 € X.

2) Asociativa se (X1 *X2) * X3 = X1 * (X2* X3), V X1, X2 ,Xze X

2.1.3. Exemplos.

1) +:NxN — N é conmutativa e asociativa.
2) En X=NxN as operacions:
i) +: XxX — X, dada por
(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, Y1 + ¥2)
i) o XxX — X, dada por
(X1, Y1) @ (X2, Y2) = (X1 @ X2 + Y10 Y2, X10 Y7 + Y10 X2)

son conmutativas e asociativas.

3) EnX=2ZxzZ*(z*=2-{0}) as operacions:




i) +: XxX — X, dada por
(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X190 Y2 + Y10 X2, Y10 Y2)

i) o: XxX — X, dada por
(X1, Y1) ® (X2, Y2) = (X1 0 X2, Y10 Y2)

son conmutativas e asociativas.

2.1.4. Definicién.

Sexan * e e duas operacions internas en X. Dise que * ¢é distributiva pola

esquerda respecto a e se
X1% (X2 @ X3) = (X1 % X2) ® (X1%X3), VX1, X2 ,Xze X

De forma analoga definese a distributividade pola dereita.

2.1.5. Exemplo.

No apartado 2) e 3) del Exemplo 2.1.3. a operacion e é distributiva respecto a +.

2.1.6. Definicion.
Sexa * unha operacion interna en X. Dise que un elemento xe X é:
1) o elemento neutro para * se
X*y=y*xX=y, VyeX
2) un elemento idempotente para * se

X #* X=X

2.1.7. Definicién.

Sexa * unha operacion interna nun conxunto X e e o elemento neutro. Dise que

xe X é 0 simétrico de ye X se

X*y=y*Xx=¢g,




Notese que x é simétrico de y < y é simétrico de X.

2.1.8. Exemplos.
1) Consideramos a operacion suma, +, en Z. Entonces:

i) 0 é o neutro.
ii) O Unico elemento idempotente é o 0.
iii)O simétrico de xe Z é -xe Z.
2) Consideramos a operacion suma, +, en N. Verificase: i) e ii) do exemplo anterior.

O Uunico elemento que ten simétrico é o neutro, 0, e 0 seu simétrico é o propio 0.
3) Consideramos a operacion produto, e, en Z. Entonces:

i) O 1é o neutro.
i) O 0eo1sonidempotentes.
iii) SO ten simétrico o 1 e 0 -1 e cada un € simétrico de si mesmo.

2.1.9. Proposicion.
Nunha operacion interna, o neutro, se existe, € dnico.
Demostracién. Se * é unha operacion interna en X y e; e e, dous neutros, entonces:
e1% € = €1 POr Ser e, neutro
1% € = €, POr Ser e; neutro

En consecuenciae; = e;* e, = €.

2.1.10. Proposicion.

Se * € unha operacion interna asociativa no conxunto X, entonces o simétrico de

X e X, se existe, € unico.

Demostracién. Sexa e o elemento neutro e supofiamos que x ten dous simétricos x' e

x". Entonces X' =x"'xe =X"*(x*X") = (X"*x)*xx" =e *xX" = x".







2.2. Elementos da teoria de grupos.

2.2.1.- Definicion.
Sexa G un conxunto non baleiro e * unha operacion interna en G. Dise que (G, *) é un
grupo se se verifica:
i) * € unha operacion asociativa.
ii) Existe elemento neutro para a operacion interna *.
E dicir: 3ecG/e*x=x*e=x, VxeG.
iii) Todos os elementos de G tefien simétrico.
E dicir: VxeG, 3yeG/x*y=y=*x =e.
iv) Se a operacion = ten a propiedade conmutativa, diremos que o grupo é abeliano ou

conmutativo.

2.2.2.- Nota.

Tendo en conta os resultados do apartado anterior, dado que a operacion interna dun
grupo € asociativa, temos que:

i) O elemento neutro dun grupo € unico ( Proposicion 2.1.9.)

ii) Cada elemento x e G ten un Gnico simétrico que denotaremos X e o simétrico de x é
unico (Proposicion 2.1.10.). Se utilizamos o simbolo + para denotar a operacion do

grupo, o simétrico de x denotarémolo por -x.

2.2.3.- Exemplos.

1) (Z, +), (Q, +), (R, +) y (C, +) son grupos abelianos.

2) (Z, ) non é grupo.

3) (Q, o), (R, ¢) y(C, ) non son grupos.

4) Se denotamos por Q* o conxunto dos numeros racionais sen o cero (Q* = Q-{0}) e,
analogamente, R* e C* 0s respectivos conxuntos dos nimeros reais e complexos sen o
cero, entonces (Q*, o), (R*, o) e (C*, o) son grupos abelianos.

5) G = QxQ coa operacion

(X1, Y1) * (X2, Y2) = (X1tX2, Y1t+Y2)

é un grupo abeliano.




6) G = QxQ-{(0, 0)}. E dicir G ={(x,y)eQxQ/(x,y) # (0, 0) } coa operacion
(X1, Y1) * (X2, Y2) = (XaX2+3Y1Y2, X1Y2tY1Xo)

€ un grupo abeliano.

2.2.4.- Proposicion.

Se (G, *) é un grupo, (definimos en 2.1.6. 2) que un elemento ae G € idempotente se
a*a = a). Nun grupo o unico elemento idempotente € o neutro

(édiciraeG, a*a=a = a=¢e)

Demostracion:

Por ser (G, *) un grupo, temos que existe o simétrico de a, que denotamos por a*, e a
operacion * ten a propiedade asociativa. Entén,

a*a=a = e=a*a=a'*(a*a) =a’*(a*a) = (@'*a)*a=e*a=a

2.2.5.- Outras propiedades basicas.

i) VX, yeG, existe un inicoze G/ x*z =Y.
i) VX, yeG, existeun tnicozeG/z*x =y.
Demostracion.

X*z=y = X (x*z) =xtry = z=xtHy.,

Analogamente para z*x =y.

2.2.6.- Definicion.
Sexa (G, *) un grupo e Hc G, H#= ¢. Decimos que H é un subgrupo de G se * é unha

operacion internaen H e (H, *) é un grupo.

Exemplos: Véxase o caso de
Z<QSR&C coa operacion suma ou

Q*<R*<C* coa operacion produto

2.2.7.- Definicién

Se (G, *) e (G’, o) son grupos unha aplicacion f: G —> G’ é un homomorfismo de
grupos de G en G’ se verifica,
f(xxy) = (x) o f(y)




2.2.8.- Proposicion (Propiedades basicas).

Se (G, *)e (G’ o)songruposef: G —> G’ é un homomorfismo de grupos, enton:
i) f(ec) = e
i)  f(xY) =f(x)" vxeG.

Demostracion:

i) f(ec) o f(ec) = f(ec™ec) = f(es). Logo f(eg) é idempotente e polo tanto é o neutro de
G’, f(ec) = ec.

i) f(x™) o f(x) = f(x*x) = f(ec) = ec’. Analogamente f(x) o f(x") = eg-.

En consecuencia f(x™) é o inverso de f(x)

2.2.9.- Definicién

Sexan (G, *) e (G’, o) gruposef: G —> G’ é un homomorfismo de grupos, entén

denominase nucleo de f e denotase Ker(f) ou Nuc(f) 6 conxunto:

Ker(f) ={xeG/f(X) = ec}

2.2.10.- Proposicién

f:G —> G’ é un homomorfismo de grupos, entén
) Ker(f) é subgrupo de G.
i) Se H é subgrupo de G, f(H) é subgrupo de G’.
iii) Se T é subgrupo de G’, £(T) é subgrupo de G.
Iv) Im(f) é subgrupo de G’.
Demostracion:
i)
Se x, ye Ker(f), enton f(x* y) = f(x) of(y) = ec’ cec = e, polo que (x* y) e Ker(f).

A propiedade asociativa verificana todos os elementos de G e polo tanto os de Ker(f)




f(eg) = ec’ e polo tanto eg e Ker(f).

Se xeKer(f), enton f(x) = e = f(x™?) = f(x)* = () ! = e = x e Ker(f)
i) E un exercicio sinxelo.

iii) E un exercicio sinxelo.

iv) Basta ter en conta o apartado ii) para o caso de H = G.

2.2.11.- Proposicion

Sef: G —> G’ é un homomorfismo de grupos, enton:
1) fé inxectivo se, e so se, Ker f = {e}
2) fé sobrexectivo se, e sose, Imf=G’.

Demostracion:

1) *“=7" éevidente.
“=" X, X266, f(x1) = f(X2) = X%z = f(xo) *f(x.h) = eq =
= (X" ) eKer(f) = {ec} = X" = e = X1 = Xo.

2) E conscuencia directa da definicion de sobrexectivo.

2.2.12.- Definicion.
Sexa A un conxunto con dlas operacions internas: * € e.
Dise que (A, *, @) € un anel se se verifica:

1) (A, *) é un grupo conmutativo.

2) e é unha operacion asociativa.

3) e é distributiva respecto a * por ambos lados.

Se a operacion e € conmutativa dise que € un anel conmutativo ou abeliano.

2.2.13.- Definicién.

Un anel (A, *, o) dise anel unitario se existe neutro para a operacion e.

2.2.14.- Definicion.




Un corpo é un anel unitario (K, *, ) no que todo elemento non nulo ten simétrico
respecto a segunda operacion.

(Suporemos sempre que a segunda operacion e € conmutativa).

2.2.15.- Exemplos.

1) (N, +) non é grupo.

(Z, +), (Q, +), (R, +) e (C, +) son grupos abelianos.

{f(x) e R[x] / 0f(x)<n}, +) é un grupo abeliano, para calqueraneN.

2) (Z, *) non é grupo.

3) (Q, @), (R, ®) e (C, o) non son grupos.

4) Se denotamos por Q* o conxunto dos niUmeros racionais sen o cero (ou sexa Q* =
Q-{0}) e, da mesma forma, R* e C* 0s respectivos conxuntos dos nimeros reais e
complexos sen o cero, enton (Q*, o), (R*, ¢) e (C*, o) son grupos abelianos.

5) (Z, +, ¢) e (R[X], +, ) son aneis pero non son corpos.

{fx)eR[x]/ of(x)<n}, +, @), neN, non é un anel.

6) (Q, +, ¢), (R, +, ) e (C, +, o) son corpos

7) G = QxQ coa operacion (X, Y1) * (X2, Y2) = (X1+X2, Y1tY2)

€ un grupo abeliano.

8) G = OxQ-{(0, 0)}. E dicir G={(x,y)eOxQ/(x,y) = (0, 0) } coa operacion
(X1, Y1) * (X2, ¥2) = (X1Xa+3Y1Y2, X1Y2tY1X2)

€ un grupo abeliano.
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